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Exercice 1 Classer a isomorphisme pres
o tous les groupes de Lie connexes ayant pour algebre de Lie aff(R);
« tous les groupes de Lie connexes ayant pour algebre de Lie heis(3).

Exercice 2 Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g.

1. Soit H un sous-groupe fermé de G.
Montrer que si H n’est pas discret, il contient un sous-groupe a un parametre non trivial.

2. On note 3(g) et Z(G) les centres respectifs de I'algebre de Lie g et du groupe de Lie G.
En supposant G' connexe, montrer que Z(G) est discret si et seulement si 3(g) = {0}.

3. Donner un exemple de groupe connexe G tel que 3(g) = {0} mais Z(G) # {e}.

Exercice 3 Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie, et w: V xV — R
une forme bilinéaire anti-symétrique. On considere 'opération * sur V' x R définie par

1
Voo e VVEE e R (v,t) * (V) H) = (v+v’,t+t’+2w(v,v’))

1. Montrer que (V x R, *) est un groupe de Lie, que 1'on notera G.
2. Décrire I'algebre de Lie g de GG, et montrer qu’elle est nilpotente.

3. Montrer que exp : g — G est un difféomorphisme.

Exercice 4 Soit g une R-algebre de Lie de dimension finie telle que 3(g) = {0}.
Montrer qu’il existe un groupe de Lie connexe G tel que Z(G) = {e},

dont 'algebre de Lie est isomorphe a g.

Montrer qu'un tel groupe de Lie est unique a isomorphisme pres.

Exercice 5 Montrer que pour tout entier n > 1,
tout sous-groupe compact de GL(n,R) est conjugué a un sous-groupe de O(n, R).

Exercice 6 On rappelle que le groupe de Heisenberg, noté Heis(3), est constitué
des matrices triangulaires supérieures de M3(R) avec des 1 sur la diagonale.

Soient I' le sous-groupe engendré par (é g (1)) et Z = (§ § é) € heis(3).

1. Soit ¢ : heis(3) — sl,(R) un morphisme d’algebre de Lie. Montrer que ¢(Z) est nilpotent.
2. En déduire que {exp(tp(Z)) |t € R} est trivial ou non borné.

Soit p : Heis(3)/I' = GL,,(R) un morphisme de groupes de Lie.

3. Montrer que le sous groupe a 1 parametre (exp(td.p(Z))), est compact.

4. En déduire que p n’est pas injectif.
Autrement dit, Heis(3)/I" n’a pas de représentation linéaire fidele.



