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Exercice 1. La caténoide.

On considére une surface de révolution ¥, paramétrée comme suit : (u,6) — (r(u)cos@,r(u)sind, z(u)).
On suppose que 2/ (u) est partout non nul et ’on suppose alors que u — (r(u), z(u)) est paramétrée par la
longueur d’arc.

1. Montrer que les courbes
1 it (r(ug +t) cosOo, m(up + t) sin o, z(ug +t)), et

t . t
m), r(ug) sin(fy + w)v z(uo))

sont parcourues a vitesse 1, et se coupent orthogonalement en t = 0.

Yo it (r(ug) cos(fp +

2. Apres avoir évalué la seconde forme fondamentale de ¥ sur ~{(0) et 74(0), montrer que si X est
minimale (i.e de courbure moyenne nulle), alors 7 et z satisfont I’équation différentielle :

/
z

Py = 2
r

3. On pose 7 = f(z). Montrer que I'équation devient ff” =1+ (f')2.

On appelle caténoide toute surface de révolution dans R? de la forme (z,6) +— (f(2)cos, f(z)sin#, z), o1
f(2) = acosh(Z +b), (a,b) € R** x R. Ici z parcourt R et 6 € [0, 27].

4. Conclure que si X est minimale, c’est un morceau de caténoide.

Exercice 2. L’espace hyperbolique complexe.

On munit C**! de la forme hermitienne (z,z) = —|20|> + |21]? + ... + |2a]?, o1t 2 = (20, 21, ..., 2n). Soit
Q-1 ={2€C" | (2,2) = —1} et HX = n(Q_1) son image par la projection = : C"*1\ {0} — CP". Soit
[z] € HE et u € Ti,HE. On définit gp, (u,u) = (y,y) ou y est orthogonal a x et satisfait T,7(y) = u pour
x € Q_1 tel que w(z) = [z].

1. Montrer que g est correctement définie, et que (Hf,g) est une variété riemannienne. On I’appelle
l’espace hyperbolique complexe de dimension n.

2. U(1,n) étant le sous-groupe de Lie de GL;,+1(C) qui préserve ( -, - ), montrer que PU(1,n) agit isométri-
quement sur (Hg, g), et que 'action induite sur le fibré unitaire tangent a (Hg, g) est transitive.

3. Montrer que P’application z — Z de C**! induit une isométrie ¢ sur (HZ, g).
4. Montrer que (HE, g) est un espace symétrique.

5. Soit x € Q_1 et u € C"*! orthogonal & z, de norme 1. Montrer que v : t — 7(cosht z + sinht u) est
la géodésique passant par 7(z) en 0, et telle que 7/(0) = T,m(u). (Indication. On pourra s’inspirer de
I'exo 5 du TD 10.)

6. On suppose que n = 1. Montrer que ¢ : z — m(1, z) réalise un difféomorphisme du disque unité dans
2
HE. Montrer que ¢*g,(u,u) = % pour z € C, |2| < 1. En déduire que (H{,g) est une variété

riemannienne compléte de courbure constante —4.
7. On suppose maintenant que n > 1.

(a) Soit V un plan vectoriel complexe de C"*! sur lequel {-,-) induit une forme de signature (1,1).
Montrer que 7(V \ {0}) N H est une sous-variété de dimension réelle 2 totalement géodésique
de HP, de courbure sectionnelle constante égale a —4.



8.

(b) Soit V un sous-espace vectoriel réel de dimension 3 de C**! invariant par I'involution z + Z sur
lequel (-,-) induit une forme quadratique de signature (1,2). Montrer que 7(V \ {0}) N H est
une sous-variété de dimension réelle 2 de H7, totalement géodésique, de courbure sectionnelle —1.

On se place au point [xg] = 7(eg). Montrer que R(Te,m(e1), Te,m(e2), Te,m(e2), Te,m(er)) = —1 et
R(T, m(e1), Te,m(ier), Te,m(ier), Te,m(e1)) = —4. En utilisant les identités de Bianchi, montrer que si
v = Niep + pea, avec A et u réels tels que A2 + u? = 1, et si P est le plan engendré par T,,7m(e1) et
Te,m(v), alors :

K(P)=—-3)?—1.

Conclure que la courbure sectionnelle de H est pincée entre —1 et —4.

Montrer que Isom(Hg, g) est engendré par PU(1,n) et ¢. (Indication. une application R-linéaire de C"
qui envoie droite complexe sur droite complexe et préserve une norme hermitienne est dans le groupe
unitaire de la forme hermitienne.)

Exercice 3. Courbure sectionnelle conforme et laplacien.
Soient g la métrique riemannienne standard de R?, et U un ouvert de R? sur lequel on considére une métrique
de la forme ¢’ = ¢ g ol © est une fonction lisse sur U.

1.

2.

A quelle condition sur ¢, ¢’ définit-elle une métrique riemannienne sur U ? On pose ¢ = .

On dénote par V la connexion de Levi-Civita associée a la métrique g et par V' celle associée a ¢'.
Montrer que pour tous X, Y € I'(TU),

Y =VxY + (X -0)Y + (Y -0)X —g(X,Y)V.
Ou VY90 est le champ de vecteurs défini par do,(h) = g,(V9o(x), h).

Soient 9, = 8% et 0y = 8% les champs de vecteurs coordonnées. Calculer, en fonction de o, le tenseur
de Chistoffel de la connexion V.

Exprimer la courbure sectionnelle de ¢’ en fonction du laplacien de o, Ao.

Retrouver ainsi que la métrique hyperbolique du modele du demi-plan supérieur de Hﬁ a courbure —1.

Exercice 4. Champs de Jacobi sur les surfaces, et courbure.

Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension 2, z un point de M, et U un voisinage de l'origine dans
T, M sur lequel exp, est un difféomorphisme sur son image. On considere sur U la métrique h = exp} g.
Par le lemme de Gauss, h s’écrit en coordonnées polaires (r,0) sur U \ {0} : h = dr? + f%(r,0)d0>.

Soient u, v des vecteurs orthonormés pour hg. On suppose que les coordonnées polaires ont été choisies de
telle sorte que 'angle 6 associé a u soit nul.

1.

Soient ¢ : 7+ ru et r — V(r), le transport parallele de v le long de ¢. Montrer que J(r) = f(r,0)V(r)
est le champ de Jacobi le long de ¢ de conditions initiales J(0) = 0 et J'(0) = v.

En déduire que la courbure sectionnelle de h en ¢(r) est —%{fg?.

Retrouver la courbure sectionnelle de E2?, S? et H%& de cette facon.



